MATEMATICAS
AREA: BASICA CLAVE DE LA ASIGNATURA: LA 102
OBJETIVO(S) GENERAL(ES) DE LA ASIGNATURA:

Al término del curso, el alumno analizara los principios de las matematicas; aplicara los
mismos como herramientas para operar en los comportamientos estadisticos, econdmicos
y en particular los administrativos, dentro de las organizaciones.

3. Matrices

El concepto de matriz alcanza multiples aplicaciones tanto en la representacién vy
manipulacién de datos como en el calculo numérico y simbdlico, que se deriva de los
modelos matematicos utilizados para resolver problemas en diferentes disciplinas como,
por ejemplo, las ciencias sociales, las ingenierias, economia, fisica, estadistica y las
diferentes ramas de las matematicas entre las que destacamos las ecuaciones
diferenciales, el calculo numérico y, por supuesto, el algebra. (Steegmann et al)

Los objetivos del tema son:

* Conocer algunos tipos de matrices.
* Conocer las principales operaciones con matrices.

3.1 Conceptos de matrices

Definicion de matriz

. _— ( uoo—=1 9
Los arreglos rectangulares de numeros como el siguiente 4 2 .hl

-

reciben el nombre de matrices. Mas formalmente, dado un conjunto X, se denomina
matriz de n filas y m columnas a un conjunto de nxm elementos de X, dispuestos en un
arreglo rectangular de n filas y m columnas. Las caracteristicas de los elementos del
conjunto X dependeran, en cada caso, de la naturaleza del problema que se esté
estudiando. X puede ser un conjunto de funciones, de palabras de un alfabeto, de
numeros, etc. De aqui en adelante, salvo que se especifique lo contrario, los elementos
del conjunto X seran numeros reales y denotaremos el conjunto de todas las matrices de
orden nxm (n filas y m columnas) por Mpxm .

En general, para representar una matriz A de orden nxm se escribe
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También se escribe A=(a; ) (i =1,..., nyj=1,., m) para indicar que A es la matriz de
orden nxm que tiene elementos a; . Las matrices se denotan con letras mayusculas y sus
elementos con la misma letra minuscula acompafada de dos subindices que indican su
posicién en la matriz; el primer subindice indica la fila y el segundo la columna. Es decir,
el elemento aij es aquel que se encuentra en la fila i y la columna j de la matriz A. Por

ejemplo, si denotamos por M la matriz inicial, entonces el orden de M es 2x3 (2 filas y 3
columnas) y sus elementos son:my; =8, my; ==1, my3 =0, my; =5, my, =0.5 y my3 =3.

Dos matrices A=( a; B=( bj ), de orden nxm, son iguales si a; = b; paratodoi=1,...,n

. .J J . . . J J . y
j =1,...m. Es decir, dos matrices son iguales si los elementos que ocupan la misma
posicién en ambas matrices coinciden.

Algunos tipos de matrices

Matriz Cuadrada: Es aquella que tiene igual numero n de filas que de columnas (n=m).
En ese caso se dice que la matriz es de orden n. Por ejemplo, la matriz

‘1 3 =2
[D -3 3 )
4 02 1

Denotaremos el conjunto de todas las matrices cuadradas de orden n por M,. Asi, en el
ejemplo anterior, AEM3. Los elementos de la diagonal principal de una matriz cuadrada
son aquellos que estan situados en la diagonal que va desde la esquina superior izquierda
hasta la inferior derecha. En otras palabras, la diagonal principal de una matriz A=( a; )
esta compuesta por los elementos a1, az,..., amn. En el ejemplo anterior la diagonal
principal estd compuesta por los elementos: a, =1, ax; =3, az; =1.

es cuadrada de orden 3.

Matriz Nula: Una matriz es nula si todos sus elementos son iguales a cero. En el
siguiente ejemplo se muestra la matriz nula de orden 3x2.

00

0= [n 0

00
Mas adelante veremos que la matriz nula, respecto a la adicion y multiplicacion de
matrices, juega un papel similar al numero cero respecto a la adicion y multiplicacion de

ndumeros reales.

Matriz Diagonal: Una matriz cuadrada, A=( a; ), es diagonal si a; =0, para i =j . Es decir,
si todos los elementos situados fuera de la diagonal principal son cero. Por ejemplo, la

siguiente matriz es diagonal:
LA |
= [l:] G )
a0 =3
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Matriz Unidad: Es una matriz diagonal cuyos elementos de la diagonal son todos 1. A
continuaciéon mostramos la matriz unidad de orden 2.

= Irl P

1l 1;'
Mas adelante veremos que la matriz unidad, respecto a la multiplicacién de matrices,
juega un papel similar al numero 1 respecto a la multiplicacion de numeros reales.

Matriz triangular: Es una matriz cuadrada en la que todos los elementos situados por
debajo (o por encima) de la diagonal principal son cero. Por ejemplo, la siguiente matriz

es triangular:
‘36 1
= [l:] & 0 )
a0 =3

Este tipo de matrices también se conoce como matriz escalonada. En algunos casos se
hace la distincion entre las matrices triangulares superiores o inferiores en dependencia
de los elementos nulos de la matriz; los que estan por debajo o por encima de la diagonal
principal.

Mas adelante, después de estudiar las operaciones con matrices, veremos algunos tipos
importantes de matrices como es el caso de las simétricas y las ortogonales.

3.2 Operaciones con matrices

Adicion de matrices

Sean A,B €M, xm. La matriz C = (c;) € Ms«mes la suma de las matrices A = (a;) y B = (b; ),
y se denota C = A+ B, si sus elementos cumplen:

C=ajt by (i=1,2,3,4...,n =1, 2,3, 4,...,10)
Ejemplos:

Consideremos las siguientes matrices:

2 4 -1
A=|-1 3 B=|2 4 M=[2 0 2
0 2 -1 0 -1 -3 5

Las matrices A y B son de orden 3x2, mientras la matriz M es cuadrada de orden 3. Por
tanto, no podemos calcular la suma de Ay M y tampoco la suma de B y M, en cambio, si
podemos sumar A y B ya que tienen el mismo orden.
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Esto es,

2 4\ (4 4 244 4+4) (6 8
A+B=|-1 3|+| 2 4|=|(=D+2 3+4|=|1 7
0 2)|=10) |0+(=1) 240 [-1 2

Es facil deducir las siguientes propiedades de la adicion de matrices de orden nxm:

e Conmutativa: A+B=B+ A4, VA,Be M
e Asociativa: A+(B+C)=(4+B)+C, VA4,B,CeM,
e Elemento neutro (la matriznula): 30e M, VAe M, : A+O=0+A4=A4

e Elemento opuesto: VAe M d-A)eM A+(A)=(-A)+A=0

nxm nxm *

En virtud de las propiedades anteriores de la adicion de matrices, “+”, (ley interna) resulta
que (M ,xm ,*) tiene estructura de grupo conmutativo.

Se denomina producto de una matriz, A = (aj) € Muxm por un nimero A a una matriz
B=(b;) € M xm cuyos elementos son de la forma b; = Aa; (i=1,...,n;j=1,...,m)

Es decir, la matriz producto, B, es la que se obtiene multiplicando el nUmero A por cada
uno de los elementos de A. De aqui en adelante consideraremos que A es un numero real.

Ejemplo

2 -1
Consideremos la matriz 4 = [—2 4 ) y el numero A=-5. Entonces, el producto de A
; 0

2 -1 ‘—10 0 0
por A es: 41 = [—5] [—2 4 ) = [ 10 ] —E.EI)
L hF D —25 =35 0

El producto de una matriz por un numero es una ley de composicidén externa que cumple
las siguientes propiedades:

* Distributiva mixta del producto respecto a la suma de matrices

AMA+B)=ANA+ABY A€ R,V A, BE Mnyn

Distributiva mixta del producto respecto a la suma de numeros reales

AN+d3)A=N+0A VY )\,6ER,VAEMnx

m

* Asociativa mixta (A-0)A=A(6A) V A\, €ER, V A€ Mpn
* Elemento neutro para la ley externa

1-A=AY A€ Myumy 1€ER
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* Envirtud de estas propiedades y de las anteriores de la suma de matrices, resulta
que el conjunto M., de las matrices de orden nxm, respecto a la ley de
composicion interna, “+”, y a la ley de composicién externa, producto de una matriz
por un numero, tiene estructura de espacio vectorial sobre el cuerpo de los
numeros reales.

Multiplicacion de matrices

Se denomina matriz producto de la matriz A = (aj )€EM,xm por la matriz B = (b ) € Mmx, @
una matriz C = (cx ) € M cuyos elementos son de la forma Cix = @irbayc + @i *...+ @i

b =5 ay b

Es decir, los elementos que ocupan la posicion ik, en la matriz producto, se obtienen
sumando los productos que resultan de multiplicar los elementos de la fila i en la primera
matriz por los elementos de la columna k de la segunda matriz. Observemos en detalle
como se obtiene el elemento c,3 en el siguiente ejemplo:

L3Y e (721
AB=|2 =1 - JJ: 0 4 m|=C
0 4 |\ : —8012)

fila 2 por columna 3 = elemento que ocupa la posicién 23

=Y ay b, =ayb, +apby, =25+(-1)3=10-3=7

Nota: Dos matrices se pueden multiplicar sélo cuando el numero de columna de la
primera matriz sea igual al numero de filas de la segunda. En ese caso se dice que las
matrices son enlazadas. En el siguiente ejemplo podemos ver ademas cual es el orden de
la matriz producto.

2 2
2 3 4 4
11
A=[1 2 2 1 B=02
0106},
> 32;x2
2 2
2 3 4 4 11 19 23
AB=|1 2 21 =7 10
0 2
010 6) 19 13 |
‘,\(-32 ""Jx

h
it
)
5
\
._\

Notese, ademas, que no podemos calcular B-A.
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2 2
2 3 4 4
11
%: 1 2 21
0 2 010 6
32'4><2 e
NS

Hay casos, como veremos en el siguiente ejemplo, en los que se pueden calcular ambos
productos aunque se obtienen resultados diferentes.

Consideremos las siguientes matrices:
0 2
4 3 2
A= yB=|1 3
1 2 3
30

Entonces, por un lado,

0
4 3 2 9 17
1 2 11 8
30
y por otro,
0 2 2 4 6
4 3 2
BA4=|1 3 =7 9 11
1 2 3
3 12 9 6

Segun se pudo comprobar a través de los ejemplos anteriores, para la multiplicacion de
matrices no se cumple la propiedad conmutativa. Veamos algunas propiedades de esta
operacion:

e Asociativa

AB-C)=(4B)C, VA B C:AeM_,BeM ,, CeM

nxm mxk ° kxp

e Elemento neutro (Es la matriz unidad)
deM, VAeM,: Al=1A=A4

e Distributiva (mixta)
AB+C)=AB+ AC, VABC: Ae M, BCeM

mxk

En virtud de estas propiedades y de las anteriores de la suma de matrices, resulta que el
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conjunto (Mn,+,-) de las matrices cuadradas de orden n, respecto a las dos leyes de
composicion interna, “+” y “-”, tiene estructura de anillo unitario no conmutativo.

Otras observaciones importantes:

Existen divisores de cero: En general, A-B = 0 no implica que A =0 0 B = 0. Por ejemplo,

1 0Yo0O O B 0 0

2 018 1) (0 of
No se cumple la propiedad cancelativa: En general, A-B = A-C no implica B = C.
Por ejemplo,

2ofe Vo)t o)
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